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Introduction

Percolation theory is concern with fluid flow in random media, for example, molecules penetrating a porus solid

or wildfires consuming a forest

Broadbent  and  Hammersley  (1957)  wondered  about  the  probable  number  of  open  channels  in  media  for  fluid

passage.

Let M = Hmi jL be a random binary matrix - the value of mi j is 1 if the probability p and it is 0 if the probability is

1- p.

We introduce  s-cluster  as  an isolated  group of  adjacent  (horizontally or  vertically)  ones.  The  following matrix

(aqssociated with a site percolation model) has 1 one-cluster, 2 two-clusters and 1 four-clusters:
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1 0 1 1

1 1 0 0

0 1 0 1

1 0 0 1

y

{
zzzzzzzzzzzzz

The total number of clusters is 4.

What is the number of cluster when we consider n x n matrix?

This is also called the mean cluster density.

Considering random matrixes and using Monte Carlo simulation, Ziff showed that the limit when n Ø ¶ exists.

Consider another kind of matrix associated with a bond percolation model

M =

i

k

jjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjjj

1 0 0

1 0 0 0

0 1 0

0 1 1 0

0 1 0

1 0 0 0

0 0 0
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zzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzzz
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It has 1 one-cluster,1 two-clusters and 1 four-clusters.

Again, when n goes to infinity, the limit does exist.

Moreover, the limit can be expressed in an analytic form ( y = pÅÅÅÅ3 )
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Temperley && Lieb, 1971

Define, for our purposes,

P2HyL = 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 y

 ‡
0

¶

sechikjj p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
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y{zz logikjj coshHxL - cosH2 yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

coshHxL - 1
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Observe that the integral can be rewritten in the following alternative form (after performing integration by parts):

P2HyL = 4 sin2HyL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

p
 ‡

0

¶ tan-1ItanhI p xÅÅÅÅÅÅÅÅ4 y MM cothH xÅÅÅÅ2 L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

coshHxL - cosH2 yL  „ x

Here is a graph of P2HyL on the interval y œ H0, 4pL
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Another way to investigate the structure of the percolation model is to consider the mean cluster size

For the first matrix, the mean is

1+ 2+ 2+ 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

4
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For second

1+ 2+ 4
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

3

Again, the closed form cab be derived 

Let us investigate what is known for triangular lattices.

Baxter, Temperley , Lieb (1978)

d
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
d y ‡

0

¶ sinhHHp - yL xL sinhI 2 y x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 M

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x sinhHp xL coshHy xL  „ x

The integral converges for y œ @0, 3 pL. Here is its pix on an interval y œ H0, pL:
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Just  as  the  first  derivative  has  an  interpretation  as  a  mean  value,   the  second  derivative  can  be  regarded  as  a

measure of "fluctuations" in the number of clusters  corresponding to the bond percolation model.
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The  Potts  model  encompasses a  number  of  problems in statistical  physics and  lattice  theory.  It  generalizes  the

Ising  model  so  that  each  spin  can  have  more  than  two  values.  It  includes  the  ice-vertex  and  bond  percolation

models as special cases. It also is related to graph-coloring problems:  if we color each vertex in a lattice with one

of q colors, in how many ways do we have exactly n pairs of adjacent vertices colored alike?  

see

F. Y. Wu, The Potts model, Reviews of Modern Physics, 54 (1982) 235-268.

for a survey

.

Square lattice

the limiting mean cluster density at the critical probability 1ÅÅÅÅ2 : 
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=
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y{zz logikjj coshHxL - cosH2 yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

coshHxL - 1
y{zz „ x

I will show that

KbJ 1
ÅÅÅÅÅ
2
N = 3

è!!!!
3

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2

-
41
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
16

Proof. 
By differentiation we obtain

8
è!!!!!

3
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tan-1HtanhH 3 xÅÅÅÅÅÅÅÅ4 LL sinhHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH2 coshHxL + 1L2  dx -

27
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 ‡
0

¶

 x coshJ x
ÅÅÅÅÅ
2
N cschH3 xL dx

The second integral is almost trivial 

27
�������
π2

‡
0

∞

x CoshA x
����
2
E Csch@3 xD �x

27
������������������������
18 + 9 è!!!!3
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FullSimplify@%D
6 − 3 è!!!!3

In the first integral, we change the variable of integration x Ø -2 logHzL. 

‡
0
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tan-1HtanhH 3 xÅÅÅÅÅÅÅÅ4 LL sinhHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH2 coshHxL + 1L2  dx = ‡

0
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z Hz4 - 1L tan-1I z3-1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅz3+1 MÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHz4 + z2 + 1L2  dz

Remarkably this integral can be computed by using the Risch algorithm
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è!!!!

3
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z Hz4 - 1L tan-1I z3-1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅz3+1 MÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHz4 + z2 + 1L2  dz = -

è!!!!
3 I-2+

è!!!!
3 M

which completes the proof.

The second derivative can be regarded as a measure of "fluctuations" in the number of clusters  corresponding to

the bond percolation model.

We will prove here that 

ikjjcotHyL d
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
dy

y{zz
2

P2HyL ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒy= pÅÅÅÅ3

= -
1
ÅÅÅÅÅ
2
I25- 8

è!!!!
3 M+ 18

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p

P2HyL = 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 y

 ‡
0

¶

 sechikjj p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 y

y{zz logikjj coshHxL - cosH2 yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

coshHxL - 1
y{zz dx

which, again, is a new result.

Proof. First of all, we observe that

(1)
ikjjcotHyL d

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
dy

y{zz
2

P2HyL ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒy= pÅÅÅÅ3

= -
20
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3

+ 4
è!!!!

3 +
1
ÅÅÅÅÅ
3

∑2 P2HyL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ y2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒy= pÅÅÅÅ3

Differentiating the integral and changing the variable of integration x Ø -2 logHzL, we arrive at
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∑2 P2HyL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ y2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒy= pÅÅÅÅ3

= -
16
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p

 ‡
0

1 z Hz8 + 7 z6 - 7 z2 - 1L tan-1I z3-1ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅz3+1 MÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHz4 + z2 + 1L3  „ z +

144
è!!!!

3
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

p2
 ‡

0

1 z4 H1- z2L logHzL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHz4 - z2 + 1L Hz4 + z2 + 1L2  „ z +

648
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p3

 ‡
0

1 z4 logHzL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHz2 - 1L Hz8 + z4 + 1L  „ z -

972
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p3

 ‡
0

1 z4 log2HzL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHz2 + 1L Hz4 - z2 + 1L2  „ z

These integrals are NOT elementary, but could be evaluted in terms of di-logarithms which are usually defined as

„
k=1

¶
zk

ÅÅÅÅÅÅÅÅ
k2

As we see derivatives of the above integral do not represent a problem.

But about the integral itself??

P2HyL = 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 y

 ‡
0

¶

sechikjj p x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 y

y{zz logikjj coshHxL - cosH2 yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

coshHxL - 1
y{zz „ x

ü y = 0

Changing the variable of integration x Ø
2 y z
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
p

 and expanding the integrand at y = 0, we get:

P2H0L = 2
ÅÅÅÅÅÅÅ
p
 ‡

0

1

 
logHlog2HxL + p2L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x2 + 1
 „ x -

4
ÅÅÅÅÅÅÅ
p
 ‡

0

1 logHlogH 1ÅÅÅÅx LLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + 1

 „ x

Both integrals can be found in Gradshteyn and Ryzhik, Table of Integrals, Series and Products:

‡
0

1 logHlogH 1ÅÅÅÅx LLÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x2 + 1

 „ x =
p
ÅÅÅÅÅÅÅ
2

log
i
k
jjjjj GH 3ÅÅÅÅ4 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
GH 1ÅÅÅÅ4 L  

è!!!!!!!!
2p

y
{
zzzzz

‡
0

1 logHlog2HxL + p2L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x2 + 1
 „ x = p log

i
k
jjjjjjj
"######pÅÅÅÅ2 GH 1ÅÅÅÅ4 L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2GH 3ÅÅÅÅ4 L
y
{
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Therefore,
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P2H0L = 4 log
i
k
jjjjj GH 1ÅÅÅÅ4 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 GH 3ÅÅÅÅ4 L
y
{
zzzzz

Triangular lattice

The mean cluster size corresponds to

P3HyL = 3 ‡
0

¶

 
sinhHHp - yL xL sinhI 2 y x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ3 M
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

x sinhHp xL coshHy xL  dx

Let y = p p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅq  , where p and q are positive integers. 

Then the intedgral can be rewritten as

P3 HyL = 3‡
0

1

 
z-p-1 H1- z2 pL Hz3q - z3 pL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1+ z3 pL H1- z3 qL  

dz
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
log z

This integral belongs to the more common class of integrals

‡
0

1

 logJlogJ 1
ÅÅÅÅÅ
z
NN za
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
QHzL b  dz

where a and b  are positive integers and  QHzL is a cyclotomic polynomial. 

This class of integrals is the main topic!!

The dimer model

a perfect matching of a graph is a set of edges that covers very vertex once

this is somewhat generalization to domino tilings of a chessboard

the dimer model is a set of such matching for infinite graphs

Kenyon, Baxter showed that a partition function associated with some kind of planar graph is

‡
-¶

¶

 
sinHHp - rL xL sinhH 4 rÅÅÅÅÅÅÅ

p
 q xL

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
x sinhHp xL coshHr xL  dx
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In his 2003 paper, Kenyon wrote "any information about this integral would be greately appreciated."

Evaluation

as we saw, the above integrals can be converted to the form

‡
0

1

 
PHxL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
QHxL log logJ 1

ÅÅÅÅÅ
x
N dx

that is not known if these integrals can be evaluated in finite terms 

There a few such integrals in Gradzhteyn & Ryzhyk and in Vardi's paper

I.Vardi, Integrals, an Introduction to Analytic Number Theory, Amer. Math. Monthly, 95 (1988).

however, if QHxL is a cyclotomic polynomial  !!!

we can reduce the problem of integration to the following two classes of integrals

‡
0

1

 
xp-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1+ xnLq  log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx

‡
0

1

 xp-1 J 1- x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1- xn

Nq log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx

Theorem 1      ReHpL > 0 and ReHnL > 0

‡
0

1

 
xp-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+ xn

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx =

g + logH2pL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2n
 JyJ p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

N -yJ n + p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 n
NN +

1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

 Jz£J1,
p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

N - z£J1,
n + p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 n
NN

Here z is the Hurwitz zeta function
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zHz, aL =‚
k=0

¶ 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHk + aLz

Proof

We start with

‡
0

1

 
xp-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
xn + l

 dx =
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
l
 „

k=0

¶ H-1Lk
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
lk Hk n + pL

differentiating wrt to p

‡
0

1

 
xp-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
xn + l

 logq-1J 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx =

GHqL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
l

 „
k=0

¶ H-1Lk
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
lk Hk n + pLq

differentiating wrt to q

‡
0

1

 
xp-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
xn + l

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx = -g ‡

0

1

 
xp-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
xn + l

 dx -
1
ÅÅÅÅÅÅÅ
l
 „

k=0

¶ H-1Lk  logHk n + pL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

lk Hk n + pL

compute a limit when l Ø 1. QED

When the above integral can be done in elementary functions?

Corrolary 1      

‡
0

1

 
xn-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+ xn

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx = -

logH2 L log H2n2L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2n

Particular Cases:

‡
0

1

 
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+ x2

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx =

p
ÅÅÅÅÅÅÅ
2
 log

i
k
jjjjj
è!!!!!!!!

2p  GH 3ÅÅÅÅ4 LÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
GH 1ÅÅÅÅ4 L

y
{
zzzzz

‡
0

1

 
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1- x + x2

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx =

pI5 logH2pL - 6 logGH 1ÅÅÅÅ6 L MÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
3 
è!!!!

3

What if we change the denominator a bit??
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‡
0

1

 
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+ x + x2

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx

‡
0

1

 
1 - x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1- x3

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx

Theorem 2.

‡
0

1

 xp-1 
1- x
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1- xn

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx =

g + logn
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

n
 JyJ p

ÅÅÅÅÅÅ
n
N -yJ 1+ p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
n

NN +
1
ÅÅÅÅÅ
n
 Jz£J1,

p
ÅÅÅÅÅÅ
n
N - z£J1,

1+ p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

n
NN

Particular Cases:

‡
0

1

 
x

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
1+ x + x2 + x3 + x4 + x5

 log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx

back to theorem 1.

it is possible to generalize it for higher orders...

Theorem 3      ReHpL > 0 and ReHnL > 0

·
0

1

 
xp-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅI  1+ xnM3  log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx

involves the following trancendentals

z£ J1,
p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

N - z£ J1,
n + p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 n
N

z£ J0,
p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

N - z£ J0,
n + p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 n
N

z£J-1,
p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

N - z£J-1,
n + p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 n
N

Generally speaking
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Theorem 4     ReHpL > 0 and ReHnL > 0

‡
0

1

 
xp-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅI  1+ xnMq  log logJ 1
ÅÅÅÅÅ
x
N dx

is a linear combinations of

z£ J1,
p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

N - z£ J1,
n + p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 n
N

z£ J0,
p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

N - z£ J0,
n + p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 n
N

z£ J-k,
p

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2 n

N - z£ J-k,
n + p
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

2 n
N

wherek = 1, 2, ...,q - 2

but what is    z£H-k, p
ÅÅÅÅÅÅÅÅ2 n L   ???

The paper 

B.Gosper, Ÿ nÅÅÅÅ4

mÅÅÅÅÅ6  logGHzL dz, Amer. Math. Soc, 14(1997).

in which he showed that z£H-1, zL is related to the double Gamma function

logGHxL = Hx - 1L logGHxL + z£H-1L - z£H-1, xL,
ReHxL > 0

where (Barnes, 1900)

G (z+1) = G(z) G(z)

G(1)=1

a generalization of the functional equation for the Euler Gamma function

G (z+1) = z G(z)

G(1)=1

The Euler gamma is usually defined by the integral
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G HsL = ‡
0

¶

 e-x xs-1 dx

GHn + 1L =‰
k=1

n

GHkL =‰
k=1

n-1

k !

but what we know about  z£H-2, zL  or z£H-3, zL   and so on ???

they related to the multiple Gamma function

Multiple gamma and the Hurwitz functions

The multiple zeta function is defined by (Barnes, 1900)

znHs, zL = ‚
k1=0

¶

...‚
kn=0

¶ 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHk1 + k2 + ...+ kn + zLs

which can be rewritten as a single sum (Vardi)

I. Vardi, Determinants of Laplacians and multipe gamma functions, SIAM J. Math. Anal., 19(1988), 493-507.

znHs, zL =‚
k=0

¶

 
1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHk + zLs  ikjjj k + n - 1

n - 1
y{zzz

Vardi expressed the Gn function in terms of znHs, zL

(2)H-1Ln logGnHzL = -lim
sØ0

J ∑zn Hs, zL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∑s
N -‚

k=1

n

 H-1Lk ikjjj z

k - 1
y{zzzRn+1-k

where

(3)Rn =‚
k=1

n

 lim
sØ0

J ∑zk  Hs, 1L
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∑s
N

Proposition. The multiple gamma function GnHzL may be expressed by means of the derivatives of  the Hurwitz

zeta function:
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(4)H-1Ln logGnHzL = 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHn - 1L! „

k=0

n-1

Pk,nHzL ikjjjjz£H-kL - z£ H-k, zL y{zzzz

where the polynomials P k, nHzL are defined by

(5)Pk, nHzL = ‚
j=k+1

n

 H-zL j-k-1 ikjjj j - 1

k
y{zzz A n

j
E

where z£Ht, zL = dÅÅÅÅÅÅÅd t  zHt, zL and  A n
i E are the Stirling cycle numbers.

The polynomials Pk,nHzL can be viewed as the generalized Stirling polynomials of the first kind, generated by 

‰
k=1

n-1 Hx + k - zL =‚
k=0

n-1

Pk, nHzL xk

For z = 1 the polynomials Pk,nHzL are simplified to the Stirling numbers:

Pk, nH1L = A n - 1

k
E

Table@P@z, k, 5D, 8k, 0, 4<D êê TableForm

24 − 50 z + 35 z2 − 10 z3 + z4

50 − 70 z + 30 z2 − 4 z3

35 − 30 z + 6 z2

10 − 4 z
1

The functional equation

Pk, n+1HzL - n Pk, nHzL - Pk, n+1Hz + 1L = 0

Pk, n HzL = 0, k ¥ n
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Alternative forms

(6)Pk, nHzL = H-1Lk
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

k !

∑n-1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
∑ yn-1

 
logkH1- yL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅH1- yL1-z

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒ y Ø 0

and

(7)Pk, nHzL = ‚
i=k+1

n

 
ikjjj z

n - i
y{zzz Hn - 1L!
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅHi - 1L! A i

k + 1
E

Particular cases

P0,nJ 1
ÅÅÅÅÅ
2
N = H2n - 3L !!

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2n-1

P1,nJ 1
ÅÅÅÅÅ
2
N = H2n - 3L!!

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2n-2

 ‚
k=0

n-2 1
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
2k + 1

D.  S.  Mitrinovic,  Sur  une classe de nombres reliés aux nombres de Stirling,  C.  R.  Acad.  Sci.  Paris,  252(1961),

2354-2356.

Mitrinovic,  D.  S.;  Mitrinovic,  R.  S.,  Tableaux  d'une  classe  de  nombres  relies  aux  nombres  de  Stirling. Univ.

Beograd. Publ. Elektrotehn., Fak. Ser. Mat. Fiz., No. 77, 1962, 77 pp.

‰
k=0

n-1 Hx - k - zL =‚
k=0

n

Rn
kHzL xk

‰
k=1

n-1 Hx + k - zL =‚
k=0

n-1

Pk, nHzL xk

Rn
kH1L = A n

k
E

Rn
kH1- zL - Rn

kH-zL = n H-1Ln-k  Pk, nHzL
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Inverse

we are mostly interested in the inverse, namely derivatives of the Hurwitz zeta as a function of the Gk:

z£H-nL - z£H-n, zL = FI logG1HzL, logG2HzL, ..., logGn+1HzLM
For example, if n = 2 we have

z£H-2, zL - z£H-2L = 2 logG3HzL + H3- 2 zL logG2HzL + H1- zL2 logGHzL
Proposition.  The  derivatives  of  the  Hurwitz  zeta  function  may  be  expressed  by  means  of  the  multiple  gamma

function GnHzL 
(8)z£H-nL - z£ H-n, zL = H-1Ln ‚

k=0

n

k ! Q k, nHzL logGk+1HzL
where the polynomials Q k, nHzL  are defined by

(9)Q k, nHzL =‚
j=k

n

 H1- zLn- j ikjjj n

j
y{zzz 9 j

k
=

and 9 n
k = are he Stirling subset numbers, defined by 

9 n
k = = k 9 n - 1

k = + 9 n - 1
k - 1 =,

9 n
0 = = d0,n

For z = 0 

Q k, nH0L =‚
j=k

n

 
ikjjj n

j
y{zzz 9 j

k
= = lomno n + 1

k + 1

|o}~o
For z = 1 

Q k, nH1L =

lomno n

k

|o}~o
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Collect@Table@Q@k, 5, zD, 8k, 0, 5<D, zD êê TableForm

1 − 5 z + 10 z2 − 10 z3 + 5 z4 − z5

31 − 75 z + 70 z2 − 30 z3 + 5 z4

90 − 125 z + 60 z2 − 10 z3

65 − 50 z + 10 z2

15 − 5 z

1

The functional equation

Qk, n+1HzL - Hk + 1- zLQk, nHzL - Qk-1,nHzL = 0

Qk, n HzL = 0, k ¥ n

Shifted argument

Q k, nH1- zL =„
j=0

n

 Hz - 1L j ikjjj n

j
y{zzz9 n - j + 1

k + 1
=

Lemma. Polynomials P j,nHzL and Qk, jHzL satisfy the following discrete orthogonality relation:

(10)‚
j=k

n-1 H-1L j-k  Q k, jHzL P j,nHzL = dk, n-1

where dk, n-1 is the Kronecker delta.

The proof of Lemma is based on the discrete orthogonality relation for the Striling numbers:

„
j=0

n

 H-1Lm+ j A j
m
E  9 n

j
= = dm, n

2n-3 Q3,nJ 1
ÅÅÅÅÅ
2
N = 1

ÅÅÅÅÅÅÅÅÅ
48

H7n - 3 5n + 3n+1 - 1L
∑2Q2,n H1- zL
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅ

∑z2

ƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒƒzØ0
= 2

ikjjj n

n - 2
y{zzz 9 n - 2

2
=
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